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1. Introduzione

La logistica della distribuzione di punti di servizio su larga scala ha acquistato, nel
corso degli anni, interesse crescente. Data la natura combinatoria di molti
problemi reali, la loro risoluzione richiede tempi di calcolo proibitivi. Ad
esempio, problemi di network design particolarmente complessi prevedono
diverse fasi di sviluppo: il partizionamento dell'insieme degli utenti (ad esempio
clients su rete di telecomunicazione) in clusters, la localizzazione delle risorse (i
servers) all'interno dei clusters cosi descritti e la progettazione del sistema di

interconnessioni tra utenti € risorse.

La formulazione del problema di partizionare un insieme di entita in gruppi
omogenei, basandosi sulle differenze fra le entita associate ad ogni sottoinsieme ¢
stato a lungo studiato; le sue applicazioni coinvolgono, oltre che ai problemi di
network design descritti, situazioni eterogenee come la caratterizzazione di aree
geografiche e pattern classification.

Il primo modello per problemi di localizzazione ¢ stato proposto da Alfred Weber
nel 1909; a lui si deve soprattutto l'introduzione del paradigma di localizzazione
basata sulla minimizzazione dei costi di trasporto.

Nei problemi multirisorse, tuttavia, problemi di localizzazione e clustering

interagiscono tra loro e devono essere, pertanto, affrontati contemporaneamente.

Tra i problemi di localizzazione multirisorse, il problema delle p-mediane, oltre
ad essere interessante dal punto di vista teorico, trova applicazioni negli scenari di
network design appena descritti. Metodi basati su programmazione mista intera

hanno dimostrato di essere efficaci in tale ambito; il recente sviluppo tecnologico



dei MIP solvers ha favorito, inoltre, I'applicazione di tecniche di programmazione

matematica basate sui rilassamenti lineari, come la column generation.

Capacitated Facility Location Problem

Nella famiglia dei problemi di localizzazione multirisorsa hanno grande
importanza i problemi di capacitated facility location (CFLP), che modellano, ad
esempio problemi di distribuzione di servizi di emergenza sul territorio.

Su un grafo avente N nodi vengono individuati M potenziali siti candidati
all'apertura di facilities (i punti di servizio). Ogni nodo del grafo ha una domanda
che deve essere soddisfatta ed ogni facility ha una capacita; l'obiettivo ¢
soddisfare la domanda di ogni nodo, aprendo delle facilities in alcuni degli M siti
candidati ed assegnando i nodi alle varie facilities, senza eccederne la capacita. La
domanda di ogni nodo puo essere soddisfatta utilizzando piu facilities. Si vuole,
inoltre, minimizzare il costo dell'operazione, dato dai costi di trasporto
(proporzionali alla distanza del nodo dalle facilities a cui ¢ assegnato) e dai costi
fissi per 'apertura di ogni facility.

La letteratura inerente i problemi di CFLP ¢ molto ricca; per la soluzione esatta
sono stati proposti diversi algoritmi in cui il bound duale ¢ valutato tramite
rilassamento lineare [Erle82] e rilassamento Lagrangeano [VRoy86] [Chri83], o
anche tramite scomposizione di Benders [Geof74] [VRoy86]. Possono essere
risolti all'ottimo, in tal modo, problemi che coinvolgono fino a 50 utenti e 50 siti
candidati ad ospitare facilities. Per la risoluzione approssimata si dimostrano
molto efficaci algoritmi euristici greedy combinati con scambi miglioranti
[Kueh63] [Lehr66], oppure algoritmi basati su euristiche Lagrangeane [Corn91],
che sono in grado di risolvere problemi su grafi di centinaia di nodi.

Per un'analisi completa dei metodi utilizzati per la risoluzione euristica o esatta

del problema si rimanda all'articolo di Sridharan [Srid95] ed al testo [FL].

Single Source Capacitated Facility Location Problem

Per l'applicazione a problemi di network design ¢ diffuso 1'utilizzo di una variante

di CFLP: il problema di capacitated facility location con single source constraints



(CFLP-SS), ovvero un problema di CFLP in cui ogni utente deve essere servito da
una sola facility.

Neebe e Rao [Neeb83] studiano il problema di CFLP-SS. Viene presentato un
algoritmo esatto che ricorre ad una riformulazione di CFLP-SS come problema di
set partitioning con side constraints per sfruttare tecniche di column generation,
risolvendo problemi su grafi di 35 nodi aventi fino a 25 possibili facilities, in
alcuni secondi. Klincewicz e Luss [Klin86] realizzano un algoritmo esatto con
rilassamento Lagrangeano dei vincoli di capacita per lo stesso problema,
risolvendo in pochi minuti istanze su grafi di 50 nodi.

Pirkul [Pirk87] propone un algoritmo basato su un rilassamento Lagrangeano per
la soluzione esatta del problema, risolvendo all'ottimo problemi su grafi di 100
nodi in pochi minuti. Pirkul analizza anche la possibilita di ottenere soluzioni
approssimate con un algoritmo di branch & bound troncato.

Ronngvist e altri [Ronn99] realizzano un’euristica basata sulla risoluzione di una
serie di problemi di matching. L’euristica ¢ stata testata su istanze di varie
dimensioni (fino a un massimo di 200 nodi) ed ¢ giunta all’ottimo nel 62% dei
casi. Cortinhal e Captivo [Cort03] combinano euristiche Lagrangeane con ricerca
tabu ottenendo un gap medio del 0.15%. Holmberg e altri [Holm99] presentano un
algoritmo esatto basato su euristica Lagrangeana in grado di risolvere all'ottimo

problemi su grafi di 200 nodi in pochi minuti.

Capacitated Concentrator Location Problem

Il problema in cui ciascun centro di servizio deve appartenere al cluster che
descrive ¢ detto capacitated concentrator location problem. L’aggiunta di questo
vincolo rende il CCLP piu vicino alle situazioni reali rispetto al SS-CFLP.
Aggiungendo un vincolo di cardinalita, ovvero specificando il massimo numero di
clusters in cui partizionare 1’insieme dei nodi del grafo, si ottiene il capacitated
p-concentrator location problem.

Bramel e Simchi-Levi [Bram95] presentano un’euristica per problemi di routing
ottenuta risolvendo la formulazione del capacitated vehicle routing problem

(CVRP) come CCLP. Ambrosino e Sciomachen [Ambr03] si ispirano a questa



strategia risolutiva per ottenere un algoritmo di clustering per problemi di
progettazione per reti di distribuzione. Labbeé e Yaman [Labb03] studiano le
proprieta del politopo del CCLP per sviluppare un algoritmo branch & cut per il

Quadpratic Capacitated Concentrator Location Problem (QCL).

P-Median Problem

Il problema delle p-mediane (PMP) consiste nel partizionare un insieme di nodi di
un grafo in p clusters disgiunti, minimizzando le differenze all'interno di ciascun
cluster. Il partizionamento ¢ equivalente alla scelta di p nodi (le mediane) da un
insieme di candidati, che identifichino i1 clusters. Le differenze tra 1 nodi
all'interno dei clusters sono calcolate come la somma pesata delle distanze (intese
come cammino minimo) tra ogni nodo e la mediana del cluster in cui ¢ inserito.
Questo problema, definito per la prima volta da Hakimi (1963), ¢ stato
ampiamente studiato all'interno della famiglia dei problemi localizzazione
multirisorsa; l'articolo [Hans97] offre una panoramica sui problemi di clustering,
nel volume [DLT] (capitolo 2) vengono analizzati nel dettaglio il problema delle
p-mediane classico e le sue generalizzazioni. Algoritmi basati su rilassamento
Lagrangeano sono stati proposti in [Naru77], [Corn77], [Chri81], [Beas85]. Sono
presentati risultati per la soluzione di problemi aventi grafi fino a 200 nodi, con 5
mediane e 150 nodi ed un numero arbitrario di mediane, in alcuni minuti.
Utilizzando macchine per il calcolo vettoriale sono stati risolti problemi aventi
fino a 900 nodi e 90 mediane o 600 nodi e 120 mediane in alcune decine di
minuti. In [Galv79] e [Hanj85] sono presentati approcci basati sulla formulazione
duale del problema che risolvono problemi su grafi di 75 nodi ed un numero
arbitrario di mediane, in poche decine di secondi.

Avella, Sassano e Vasilév [Avel03] presentano un algoritmo branch & price & cut
per risolvere istanze di p-median molto grandi. La strategia risolutiva presentata
prevede column-and-row generation per risolvere il rilassamento lineare, ¢ piani
di taglio per rafforzare la formulazione. Gli esperimenti sono stati condotti su

istanze il cui numero di nodi varia da 600 a 3795: i problemi piu piccoli vengono



risolti all’ottimo in pochi minuti, mentre per le istanze da 3795 nodi i tempi sono

molto variabili e I’ottimo viene raggiunto mediamente in 27 ore.

I problemi PMP in cui il grafo ¢ un albero possono essere risolti in tempo
polinomiale, come proposto da Goldman [Gold71] (per p = 1) o tramite

l'algoritmo di Kariv e Hakimi [Kari79].

Capacitated P-Median Problem

PMP puo essere generalizzato associando ad ogni mediana una capacita e ad ogni
nodo un peso ed imponendo che la somma dei pesi dei nodi in ogni cluster non
possa eccedere la capacita della mediana relativa. Questa generalizzazione ¢
conosciuta come problema delle p-mediane con capacita (CPMP).

Il problema delle p-mediane con capacita ¢ conosciuto anche come sum of stars
problem [Hans97]. Kariv e Hakimi [Kari79] ne hanno dimostrato I'appartenenza
alla classe di problemi NP-hard. CPMP si differenzia da CFLP per due aspetti: in
CFLP puo essere attivato un numero qualsiasi di facilities, I'apertura di una nuova
facility comporta, come descritto, dei costi fissi; in CPMP il numero di facilities ¢
assegnato (p) e l'apertura di una facility in un nodo non comporta penalizzazione
con costi fissi. CFLP prevede, inoltre, che un utente possa essere servito da piu
facilities, CPMP impone che ogni utente si riferisca ad una sola facility (come nel
caso di CCLP).

Per CPMP non sono stati presentati molti metodi: algoritmi euristici in

grado di raggiungere soluzioni per problemi con 100 nodi e 20 mediane in poche
decine di secondi sono stati presentati da Mulvey e Beck [Mulv84].

Maniezzo, Mingozzi e Baldacci [Mani98] propongono l'utilizzo di tecniche di
programmazione evolutiva, Golden e Skiscim [Gold86] ricorrono a Simulated
Annealing, Osman e Christofides [Osma94] sviluppano un algoritmo ibrido tra
Simulated Annealing e Tabu Search. Questi algoritmi forniscono soluzioni
sperimentalmente “vicine" all'ottimo su problemi aventi N = 100 p = 20 in meno

di un'ora.



Baldacci, Hadjiconstantinou, Maniezzo e Mingozzi [Bald02] descrivono un
algoritmo per la soluzione euristica di CPMP che permette la valutazione della
massima distanza dall'ottimalita della soluzione trovata, presentando risultati in
cui problemi su grafi aventi 200 nodi con 20 mediane vengono risolti in meno di
un'ora. Analizzano anche il caso di problemi con vincoli aggiuntivi di
incompatibilita tra nodi su problemi dalle dimensioni analoghe, la cui soluzione ¢
raggiunta entro 2 ore.

Lorena e Senne [Lore04] hanno recentemente proposto un algoritmo che combina
column generation e rilassamento Lagrangeano surrogato, ottenendo su istanze da
400 nodi un gap medio inferiore a 1% in qualche decina di minuti. Ceselli e
Righini [Cese05] presentano un algoritmo Branch & Price per la soluzione esatta

di CPMP in grado di risolvere istanze fino a 200 nodi entro 2 ore.

Struttura dell’esposizione

Nei capitoli successivi viene presentato un algoritmo esatto di tipo Branch &
Price in grado di trattare in maniera uniforme 1’intera classe di problemi illustrata.
Nel capitolo 2 vengono mostrate le formulazioni dei problemi affrontati e le
riformulazioni disaggregate con Dantzig - Wolfe. Il capitolo 3 offre una
panoramica della teoria che sta alla base degli algoritmi di column generation. Nel
capitolo 4 viene descritto I’algoritmo implementato e le diverse componenti che lo
costituiscono e nel capitolo 5 sono raccolti i risultati degli esperimenti effettuati e

delle brevi conclusioni.
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2.  Modelli

2.1 Single Source Capacitated Facility Location Problem
Formulazione

Dati:

Sia N ={l...N} I'insieme dei nodi di un grafo G =(N,E) e M ={l1..M}
I’insieme dei nodi candidati ad essere scelti come facilities.

Ad ogninodo i € N ¢ associato un coefficiente w, € R, che rappresenta la
sua domanda.

Ogni coefficiente O, € R, rappresenta la capacita del nodo jeM

candidato facility.
Per 1 nodi candidati ad essere facility ¢ definito anche il coefficiente

S, € R, che rappresenta il costo di apertura della facility.

Ogni coefficiente d; e R, i,je€ N esprime la distanza tra due nodi i e
j del grafo ed ¢ proporzionale alla lunghezza del cammino minimo tra di
essi (#;) ed alla domanda del nodo i: d, =1, w,.

Si assume che il grafo non contenga coefficienti di distanza negativi

d; >0 Vi,jeN.
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Variabili:
= ] clusters sono insiemi S ,EN con il vincolo che

US, =N, §,nS.=0 Vj,j eM.

JjeM

* Ogni cluster ¢ individuato tramite il suo nodo facility m,, jeM .

* La formulazione classica del problema contempla 1’'uso di N * M variabili
binarie x, .

* In particolare x; =1 se il nodo i viene assegnato alla facility j ¢ x, =0
altrimenti (x; =1 seesolose i€ §,).

* M variabili binarie y;, j=1..M indicano, per ogni nodo j, se j €

selezionato come facility.

Vincoli:
= La cardinalita di ciascun cluster non ¢ vincolata, ma la somma delle
domande dei suoi nodi non puo superare la capacita della facility.

* Ogni nodo deve essere servito da una sola facility.

Funzione obiettivo:

= [’obiettivo ¢ minimizzare i costi complessivi di apertura delle facilities e
la somma delle distanze tra ogni nodo ¢ la facility del cluster a cui ¢

assegnato, nel rispetto dei vincoli descritti.

Modello:

Ecco la formulazione completa del problema.

SS-CFLP)

minv=>Ydx, +> f,y (2.1)

ieN jeM jeM

S.1.
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> x,=1 VieN (2.2)
jeM

;wﬁﬁQn VjieM 2.3)
x, {0} VieN,\VieM (2.4)
vy, {0} VjeM (2.5)

L’obiettivo (2.1) ¢ minimizzare 1 costi di apertura delle facilities e 1a somma delle
distanze tra ciascun nodo e la facility associata.

I vincoli di set partitioning (2.2) impongono che ogni nodo sia assegnato ad una
facility. T vincoli (2.3) hanno un doppio effetto: imporre che la capacita di
ciascuna facility non possa essere inferiore alla somma dei pesi dei nodi ad essa
assegnati ed impedire che dei nodi vengano associati a facilities non attive (per le

quali y; =0). I vincoli (2.4 e 2.5) impongono I’integralita della soluzione.

Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe

La regione di ammissibilita di SS-CFLP ¢ [Dintersezione di M insiemi
indipendenti Q’ che soddisfano vincoli di capacita (2.3). Solo i vincoli (2.2)
pongono in relazione 1 diversi insiemi di variabili; 1 vincoli di questa famiglia
vengono detti di unione, per la loro proprieta di determinare 1’aggregazione degli
M sottoproblemi descritti.

Dantzig e Wolfe [Dant60] propongono un metodo generale per riformulare
problemi di programmazione (mista) intera in modo da ottenerne la
disaggregazione in sottoproblemi distinti. Nel capitolo 3 viene spiegato come
viene utilizzata questa riformulazione all’interno di algoritmi branch & price.

La riformulazione di Dantzig-Wolfe per il Single Source-Capacitated Facility

Location Problem ¢ la seguente:
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IPM SS-CFLP)

LS 2.6
miny = ZCk/?,k (2-6)
k=1
S.L.
le.kxlk =1 VieN (2.7)
keZ
Dy <1 VjeM (2.8)
kez
A, €{0,l} VkeZ (2.9)

Ogni colonna rappresenta un cluster ammissibile. Pertanto SS-CFLP (e gli altri
problemi di localizzazione multirisorse) viene riformulato come problema di set
partitioning con dei side constraints. Ciascuna colonna viene costruita rispettando
1 vincoli di capacita (2.3).

Le variabili 4, sono associate alle colonne mentre 1 coefficienti }/j'? indicano se il

cluster k & riferito alla facility j. Infine i coefficienti x/ esprimono I’appartenenza

del nodo 1 al cluster k.

L’obiettivo (2.6) ¢ minimizzare la somma dei costi delle colonne scelte. Poiché
ogni colonna identifica un cluster, il costo ¢* ¢ dato dal costo di apertura f ; della
facility e dalla somma delle distanze della facility dai nodi contenuti nel cluster. I

vincoli (2.7) assicurano che ogni nodo sia assegnato ad una facility e i vincoli

(2.8) che ciascun cluster contenga un solo distributore di servizio.
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2.2 Capacitated Concentrator Location Problem

Come descritto nell’introduzione, indichiamo con CCLP la tipologia di problemi
di localizzazione multirisorse in cui i centri di servizio devono appartenere al
cluster che descrivono. Inoltre gli insiemi M e N, che contengono
rispettivamente 1 nodi candidati e 1 nodi del grafo, coincidono. Di seguito vengono

esaminate nel dettaglio le differenze tra questi due problemi.

Formulazione
CCLP)
miny=2 > dyx; + 3 f;x; (2.10)
ieN jeM S jeM .
S.1.
(2.2),(2.4)
2wy SOx,; VjeM (2.11)
ieN

Come si puo vedere dal modello, nella funzione obiettivo (2.10) e nel vincolo di

capacita (2.11) in questo problema le M variabili binarie y;, j=1..M sono
sostituite dalle variabili x, : dato che ciascun concentratore viene assegnato a se

stesso, x;, =1 se e solose j ¢ concentratore.

Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe

IPM CCLP)

K
: k
miny = Zc A

k=1

S.1.

2.7), (2.9)
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I vincoli di set partitioning (2.7) impongono che ciascun nodo compaia all’interno
di un solo cluster scelto. In questo caso, 1 vincoli (2.8) sono ridondanti, e possono

essere rimossi dal problema.
Come per il SS-CFLP, i costi ¢ delle colonne tengono conto dei costi di apertura

del concentratore associato e della distanza di quest’ultimo dai nodi.

2.3 Capacitated P-Median Problem

Come visto nell’introduzione, il PMP consiste nel partizionare un grafo in un
numero definito di cluster disgiunti in maniera tale da minimizzare le differenze
all’interno dei cluster. Il CPMP nasce come generalizzazione del PMP: a ogni
nodo ¢ assegnato un peso ¢ alle mediane ¢ associata una capacita che non puo
essere ecceduta. Le mediane si distinguono dalle facilities in quanto non vi sono

costi di apertura.

Formulazione
CPMP)
min\/:ZZdijxij (2.12)
ieN jeM
S.t.

(2.2), (2.3), (2.4), (2.5)

JjeM
L’obiettivo (2.12) ¢ minimizzare la somma delle distanze tra ciascun nodo e la
mediana associata. Il vincolo (2.13) impone che le mediane attive siano al piu p ;
il vincolo (2.13) pud essere posto in forma di < in quanto in caso di

disuguaglianza stretta, ¢ possibile completare la soluzione con dei clusters di costo

nullo.
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Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe
IPM CPMP)

K
miny = ch/ik

k=1

S.1.

Q2.7), (2.8), (2.9)

S <p (2.14)

keZ

In questa riformulazione appare il vincolo di cardinalita (2.14) che specifica il
numero di mediane attive. Poiché le mediane non prevedono costi di apertura, il
costo di ciascuna colonna ¢ dato esclusivamente dalla somma delle distanze della

mediana dai nodi contenuti nel cluster.

2.4 Capacitated P-Concentrator Location Problem senza costi
di apertura

Questo problema ¢ assimilabile a un caso particolare di CPMP in cui ogni nodo

mediana deve essere inserito nel cluster da esso descritto (come per il CCLP).

Formulazione

CPCLP0)

miny = Z Zdijxii

ieN jeM

S.1.

(2.2), (2.3), (2.4)
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ijj <p (2.15)

jeM

Esattamente come per il CCLP, in questa formulazione sono state sostituite le

variabili y, j=1..M con le variabili x .

Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe

IPM CPCLPO0)

K
minv =) c*4,

k=1

A

2.7), (2.14), (2.9)

2.5 Single Source Capacitated P-Facility Location Problem

Questo problema si distingue dal SS-CFLP in quanto ¢ definito il massimo

numero di facility da aprire ( p ).

Formulazione

La formulazione del problema ¢ la seguente.

SS-CPFLP)

minv=> > d;x; + 21,3,

ieN jeM JjeM

S.1.

(2.2), (2.3), (2.13), (2.4), (2.5)
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Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe

IPM SS-CPFLP)

(2.6)

S.1.

(2.7), (2.14), (2.8),(2.9)

2.6 Capacitated P-Concentrator Location Problem

La formulazione di questo problema ¢ identica a quella del CCLP, con 1’aggiunta
del vincolo di cardinalita che specifica il massimo numero di concentratori

utilizzabili (p ).

Formulazione

CPCLP)

minv=2 > dyx; + 3 f,x;

ieN jeM jeM

A

(2.2), (2.11), (2.15), (2.4)

I1 vincolo di cardinalita (2.15) ¢ posto in forma di < in quanto rappresenta un
limite al massimo numero di concentratori apribili: infatti in presenza di costi fissi

potrebbe essere vantaggioso utilizzarne un numero inferiore.
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Riformulazione secondo Dantzig — Wolfe

IPM CPCLP)

K
: k
miny = Zc A

k=1

S.1.

2.7), (2.14), (2.9)
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3. Richiami teorici sul Column Generation

3.1 Introduzione

La decomposizione ¢ una delle tecniche piu sfruttate nell’ottimizzazione.
Consideriamo ora il problema di programmazione intera (IP) max{cx xeX };

tale problema ha una regione di ammissibilita X che pud essere scritta come
. . . ey . . . K
I’intersezione di due o piu insiemi avente la struttura X :ﬂkzoX “K>1.

Consideriamo il caso particolare in cui i vincoli assumono la forma:

A'x! + A%x? +... +A%XE =b
D'x' <d,
<.
<.
Dfx*  <d,
x'ezn xK ez
o ST !

tale che gli insiemi X* :{xk eZ™ :D*x* Sdk} sono indipendenti per

k=1..K, e solo i vincoli di unione ZK A*x"* =b raggruppano i diversi
P O i ggrupp

insiemi di variabili.

Data la funzione obiettivo max z;c"x" , due approcci che consentono di

beneficiare di questa struttura sono il cut generation, in cui si cerca di generare
disuguaglianze valide per ogni sottoinsieme X*,k=1,...,K , e il rilassamento

Lagrangeano, in cui si rendono duali 1 vincoli di unione per ottenere un problema

duale:

min  L(u),

dove
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K
L(u) = max{Z(ck —udx" +ub:xt e X* k= 1,...,K},
k7
e il calcolo di L(u) porta ad avere K sottoproblemi distinti:

L(u) = imax{ " —ud®Hxt i xt e Xk}+ ub .
k=1

Esiste, tuttavia, un terzo modo per disaggregare la struttura di problemi interi della
forma descritta. Si assume che ogni insieme X* ¢ limitato per k=1,...K .

L’approccio essenzialmente implica la risoluzione di un problema equivalente
nella forma:
K K
maX{Zykﬁf‘ :ZB’%" = ,B,/'t" >0, e Z,Vk = 1,...,K}
k=1 k=1
dove ogni matrice B* ha un numero alto di colonne, una per ognuno dei punti

ammissibili in X*, e ogni vettore A* contiene le variabili corrispondenti.

3.2 Riformulazione di Dantzig — Wolfe di un IP

Consideriamo ora il problema nella forma:

IP)
K K
z :maX{chxk :ZAkxk =bx* e X" Vk= 1,...,K}
k= k=1

dove X* = {x eZ" :D*x" Sdk,Vk:I,...,K}. Assumendo che ogni insieme

. . . . . Tk .
X" contenga un insieme di punti grande ma finito {xk ! } _,, abbiamo che

t=1>

Ty Ty

x* ={xk eR™ :x z z =14, € {01}, Vvt = 1,...,Tk}.

=1 =1

Sostituendo x* si ottiene il Master Problem di un problema intero equivalente:

IPM)

z= maxzklz (ckxky)ﬁ
Zk:lzm (Ak kl)/ik,t =b

Zl ﬂ’k,z = 17 Vk = 1,...,K
A, €0 Ve =1, T, Vk =1,...K.
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3.3 Risolvere il Master Linear Program

Attraverso 1'uso di tecniche di column generation ¢ possibile risolvere il
rilassamento lineare dell’IPM, chiamato Linear Master Problem:

LPM)

dove si ha una colonna | 4*x | per ogni x € X*. Si usa {ni }l"; per rappresentare

€

le variabili duali associate ai vincoli di unione, e {z, }sz1 per le variabili duali del

secondo insieme di vincoli, 1 vincoli di convessita.

Il problema lineare viene risolto attraverso ’algoritmo del simplesso primale.
Comunque, il passo di pricing per la scelta della colonna da far entrare in base
deve essere modificato a causa dell’enorme numero di colonne. Non si effettua il
price di ogni colonna, ma si risolvono K problemi di ottimizzazione per trovare

le colonne con il piu alto costo ridotto.

Inizializzazione

Si suppone che un sottoinsieme di colonne (almeno una per ogni k) sia
disponibile, in maniera tale da fornire un Restricted Linear Master Problem
ammissibile

RLPM)
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~ (b ~
dove b =[ J, A ¢ generato dall’insieme di colonne disponibili ed ¢ una

sottomatrice di

A AN AR L AR L KKl ARXSTx

1 1

1 1

~

e ¢,A sono i costi e le variabili corrispondenti. Risolvendo RLPM si ottiene una

soluzione ottima primale 4 * e una soluzione ottima duale (7,14)e R" x R* .

Ammissibilita primale
Ogni soluzione ammissibile per RLPM ¢ ammissibile per LPM. In particolare,

~

A* ¢ una soluzione ammissibile per LPM, e cosi

SLPM _ ~ 7% _ Zm ZK < ,LPM
z cA b+ ) Sz

Verifica del raggiungimento dell’ottimo per LPM
Bisogna verificare che (7[, y) sia un duale ammissibile per LPM. Cio

implicherebbe verificare per ogni colonna, ovvero per ogni k e ogni x € X*, che

sia c‘x—md"x—pu, <0. Invece di esaminare ogni punto separatamente, &

possibile considerare tutti i punti in X* implicitamente risolvendo un

sottoproblema di ottimizzazione:

<, :max{(ck —M")\'—yk :xeXk}.
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Criterio di termine
Se ¢, =0,Vk=1,..,K, la soluzione (7[,2) ¢ un duale ammissibile per LPM, e
quindi 2 <> 7,b, +Z::1 1, . Quando il valore della soluzione primale

ammissibile 1 eguaglia quello di questo upper bound, A & ottimo per LPM.

Generare nuove colonne
Se £, >0 per qualche k, la colonna che corrisponde alla soluzione ottima (x")

c*x*
del sottoproblema ha costo ridotto positivo. Introducendo la colonna| A*X* | si

€x

ottiene un nuovo RLPM che pud essere riottimizzato facilmente (attraverso

I’algoritmo del simplesso primale).

Bound Duale
Dal sottoproblema, si ha che ¢, > (ck — A" )x— 1,,¥x € X" . Ne consegue che
(ck —mél")x—yk ~¢, <0,vxe X*. Di conseguenza ponendo ¢ =(¢,....<x ),

abbiamo che (7:, H+< ) ¢ un duale ammissibile per LPM. Quindi si ha che

K K
LPM
2 <+ Y w Y
k=1 k=1

Questa osservazione conduce a un algoritmo per LPM che termina quando

¢, =0,Vk=1,..,K. Comunque, come per il rilassamento Lagrangeano, ¢

possibile terminare prima del verificarsi di questa condizione.

Criterio di termine alternativo
Se la soluzione (El....,)?K) del sottoproblema soddisfa i vincoli di unione

Zle A*x* = b, allora la soluzione trovata & ottima.
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Questo  avviene in  quanto ¢, = (ck — A" )7?" —u,  implica  che
D= AR Y+ L=+ e+ &, . Di conseguenza

la soluzione ammissibile primale ha lo stesso valore dell’upper bound su z"™ .
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4. Algoritmo Branch & Price

In questa tesi e, in particolare, in questo capitolo viene presentato un algoritmo
esatto di tipo Branch & Price in grado di trattare in maniera uniforme 1’intera
classe di problemi illustrata. Il progetto ¢ stato sviluppato a partire da un
algoritmo esistente per CPMP. Per trattare tutte le classi di problema descritte, ¢
stato necessario generalizzare diverse componenti. Per i dettagli implementativi

dell’algoritmo originario si rimanda a [Cese05].

Branch & Bound

I problemi di localizzazione multirisorse studiati in questo lavoro sono NP-Hard
per cui, a meno che NP =P, per ottenere la soluzione ottima ¢ necessario
ricorrere all’enumerazione di tutte le possibili soluzioni. Questa enumerazione
viene effettuata in maniera implicita ricorrendo ad algoritmi di branching, ovvero
esplorando un albero in cui ogni nodo corrisponde ad un sottoproblema. La radice
¢ il problema iniziale, in cui tutte le variabili sono libere. L’insieme di soluzioni

corrispondenti (§,) pud essere partizionato in F sottoinsiemi S§,, che

rappresentano le soluzioni di altrettanti sottoproblemi (S,...S, U S, =8,),

k=1..F
fissando opportunamente il valore di una o piu variabili libere. Ogni
sottoproblema ¢ radice di un nuovo albero; ai suoi figli corrispondono F

sottoinsiemi dell’insieme di soluzioni S, . Le foglie dell’albero di branching

rappresentano tutte le possibili soluzioni del problema.
Ricorrendo ad algoritmi euristici ¢ possibile sperare di ottenere soluzioni
ammissibili partendo dalle soluzioni parziali definite in ciascun sottoproblema. Il

valore delle soluzioni ammissibili eventualmente trovate ¢ un bound primale.
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Per ogni sottoproblema viene valutato il valore di una soluzione ammissibile
duale, sicuramente non peggiore di qualsiasi sua soluzione ammissibile. Questo
valore viene detto bound duale.

Se in un sottoproblema il bound duale non risulta migliore del bound primale, la
valutazione del nodo dell’albero di branching corrispondente e di tutti i suoi nodi-

figlio puo essere tralasciata.

Branch & Price

Nelle sezioni seguenti viene proposto un algoritmo per la soluzione esatta di
problemi multirisorse: il bound duale, per ogni sottoproblema, viene valutato
risolvendo 1l rilassamento lineare della riformulazione come set partitioning
problem con side constraints. Questa nuova formulazione contempla un numero
di variabili esponenziale nella dimensione del problema affrontato. E’ possibile
considerare solo un sottoinsieme delle variabili del problema riformulato, e le
relative colonne nella matrice dei vincoli, ottenendo un problema ridotto:
partendo da una soluzione di base ammissibile si possono inserire nel problema
ridotto solo le colonne corrispondenti a variabili candidate ad entrare in base. Il
problema di determinare quali siano le colonne aventi costo ridotto — price —
opportuno (negativo, per problemi di minimizzazione) ¢ detto pricing problem.
L’individuazione ed inserimento iterativo di opportune colonne nel problema
ridotto ¢ chiamato column generation. L’applicazione di column generation a
problemi di ottimizzazione (mista) intera, per i quali ¢ richiesta I’enumerazione

implicita delle soluzioni, conduce ad algoritmi di branch & price.

4.1 Bound duale

In questo capitolo ¢ descritto il metodo utilizzato per risolvere il LPM. Per rendere
le formulazioni modulari rispetto al problema, i termini opzionali sono stati posti

tra parentesi quadre.
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Rilassamento di IPM

I vincoli di set partitioning (2.7) possono essere posti in forma di >, poiché nella
soluzione ottima nessun nodo ¢ assegnato a due clusters: esisterebbe in tal caso
una soluzione ammissibile migliore, ottenibile rimuovendo il nodo dal cluster piu
svantaggioso. Per mantenere la notazione uniforme, tutte le disuguaglianze in

forma di < sono portate in forma di >.

LPM)
LS 4.1
min o, = ch/lk *1
k=1
S.L.
> xfA, =1 VieN (4.2)
keZ
4.3
[_ S5 _p} (4.3)
keZ
4.4
[—Z}/fﬂ >—1 VjeM} “4)
kez
0<A[<1] Vkez (4.5)

I vincoli (4.4), quando presenti, implicano 1 vincoli A4, <1, che pertanto possono

essere rimossi.
E’ possibile dimostrare [Wols98] che il rilassamento continuo del IPM fornisce
risultati equivalenti a quelli ottenibili risolvendo all’ottimo il problema duale

lagrangiano relativo al rilassamento dei vincoli di partitioning.

Problema di Pricing

La cardinalita di Z (il numero di variabili in IPM) cresce esponenzialmente nel
numero di nodi del grafo. All’aumentare delle dimensione dell’istanza, risolvere il

rilassamento lineare di [IPM (LPM) con metodi diretti diventa improponibile.
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Infatti utilizzare il metodo del simplesso per risolvere LPM renderebbe necessario

valutare il costo ridotto di |Z| colonne ad ogni iterazione. E’ possibile, tuttavia,

risolvere il rilassamento lineare con le tecniche di column generation
precedentemente descritte: rimuovendo dall’insieme Z un opportuno insieme di
colonne si ottiene un Master Problem Ristretto (RLPM). RLPM deve contenere
almeno una soluzione di base ammissibile. Risolto il rilassamento lineare di
RLPM, l'informazione derivante dal valore delle variabili duali pud essere
sfruttata per determinare quali colonne di Z, non inserite in RLPM, avendo costo

ridotto negativo sono candidate ad entrare in base.

Siano 7, 1 vettori rispettivamente delle N variabili duali associate ai vincoli
(4.2) e delle M wvariabili duali associate ai vincoli (4.4); sia v la variabile duale
associata al vincolo (4.3). Il costo ridotto di una colonna k& che rappresenti un
assegnamento per la facility j ¢
o= =mxt frug] o) st
ieN

dove 7, 20 V,eN, #;20 V,eM,v=0, essendo associati a vincoli di >.
Invece che calcolare il costo ridotto di ogni colonna viene risolto il pricing
problem, che consiste in M problemi di ottimizzazione volti ad individuare

potenziali nuove colonne vantaggiose:

(vj e M)
PP)

miné’_/ZZ(di,_,—ﬂ,-)x:{ ["‘,Uj?/f] [+ 0] ["‘fﬂ/f]
S.L.

x' e’
Se la facility non viene aperta, ovvero 7/;‘ =0 (xf =0 nel caso concentratori) e il
cluster € descritto da un vettore (O,...,O)T , si ha una colonna svantaggiosa che non
viene inserita in RLPM. Quando /1'; =1 viene calcolato il costo fisso e il pricing

problem & un problema di knapsack (Vj eM ) [MTS89].
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KP/)
min )" (d, ; - 7,)x{
ieN
S.L.
Zwixij <0,

ieN

x/ e{ol} VieN
Risolto il pricing problem, pud essere inserito in RLPM [D’intero insieme delle
colonne individuate aventi costo ridotto negativo, o parte di esso, per valutare
nuovamente il valore ottimo del rilassamento lineare e ottenere un nuovo vettore
di valori delle variabili duali.
Si procede iterativamente ricercando, come descritto, nuove colonne candidate ad
entrare in base. E’ importante notare come la successione dei valori del

rilassamento lineare LPM ad ogni iterazione ¢ di column generation ({cuCG }[) sia

monotona decrescente e converga al valore del rilassamento lineare di IPM. Se la
soluzione esatta dei problemi di knapsack non permette di individuare nessuna
nuova colonna potenzialmente vantaggiosa significa che la soluzione di base

corrente ¢ ottima. In tal caso il valore ottenuto ¢ un bound duale valido per IPM.

Per la soluzione esatta dei problemi di knapsack si ¢ scelto di utilizzare una
versione adattata dell’algoritmo MINKNAP di Pisinger [Pisi95], che combina
programmazione dinamica a tecniche di bounding e riduzione.

Come descritto, nel caso dei concentratori si ha che il distributore di servizio
appartiene al cluster che descrive. L’algoritmo ¢ stato quindi ulteriormente
modificato per essere utilizzato col CCLP e le sue varianti studiate (CPCLP e

CPCLPO0), forzando I’inserimento del concentratore all’interno dell’insieme dei

nodi serviti. Fissando xj’ =1 la funzione obiettivo viene incrementata di
(d T j) ¢ la capacita del centro di servizio si riduce di w;, ma la struttura del

problema di pricing non cambia.
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4.2 Column generation e rilassamento Lagrangeano

Come esposto nella sezione 4.1 e nel capitolo 3, € un bound duale valido solo il
valore del rilassamento di RLPM al termine del processo di column generation
(quando non ¢ possibile individuare nessuna nuova colonna di costo ridotto

negativo). Per alcuni problemi il numero di passi necessari potrebbe essere molto
elevato; inoltre i valori di @, decrescono rapidamente durante le prime iterazioni

per poi variare piu lentamente.
I valori delle variabili duali (7, z,0) all’ottimo corrispondono ai valori ottimi dei

moltiplicatori del rilassamento Lagrangeano nella formulazione equivalente. E’
possibile sfruttare la proprieta di equivalenza per i moltiplicatori per ottenere
bounds duali validi durante il processo di column generation: ad ogni iterazione ¢

¢ un bound duale valido

wzfmax{z,mmm{;,,o} S [-zu] bl [-20] wz;}

ieN jeM jeM

1 t
= max{a)LR,...,a)LR}

dove ¢, = Z(di’_/. —-7)x! [+ ,uj] [+ l)] [+ fj] ¢ il costo ridotto della colonna

ieN
generata risolvendo all’ottimo KP/ . Infatti i valori di ¢ ; st ottengono in modo del
tutto analogo ai costi ridotti calcolati tramite rilassamento Lagrangeano.
Disponendo del valore Z* di una soluzione ammissibile, il processo di column
generation puo essere terminato quando Z* < (wiD—‘
Sia @, il valore di RLPM all’iterazione t-esima. Essendo disposti ad accettare
bounds duali meno stretti, per la monotonia di {a)‘CG }, la condizione di

terminazione potrebbe essere posta come @, —@;, <A (A>0).
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Analisi di sensitivita e preprocessing
Ottenuto un bound duale ®,, ed una soluzione ammissibile Z*, ¢ possibile

effettuare un’analisi di sensitivita sulla soluzione parziale corrispondente ad ogni
sottoproblema.

M ,, rappresenta I’insieme dei distributori di servizio scelti e M, I'insieme dei
centri di servizio non selezionati nel bound duale. j,, e j,, sono rispettivamente

il migliore tra i distributori di servizio non selezionati (ovvero quello con costo

ridotto piu negativo) e il peggiore tra i centri di servizio scelti:

Jpo = arg min{é’j }

JEM oyr

Jwr = argmax{é’j}.

JeMy

Nell’algoritmo originario per CPMP D’analisi di sensitivita viene condotta nel

seguente modo:
- se Elj‘g“j >0, @,+¢,-¢, =Z*, imponendo y, =1 si
otterrebbe un bound duale superiore al bound primale. Quindi, per

poter ottenere soluzioni migliori del bound primale, deve

necessariamente essere y, =0 (e quindi x; =0 Vie N).

- se Elj‘é’j <0, @,-¢;+¢, =2Z*, imponendo y, =0 si
otterrebbe, come prima, un bound duale superiore al bound
primale. Quindi necessariamente y;, =1.

Essendo presente il vincolo di cardinalita, ogniqualvolta si valuta la rimozione o
I’inserimento di una mediana ¢ necessario considerare il migliore candidato ad

entrare ( j,, ) o uscire ( j,, ) dall’insieme delle mediane scelte.

Nell’algoritmo presentato in questo lavoro, 1’analisi di sensitivita viene condotta
valutando lo stato del vincolo di cardinalita e il costo ridotto delle mediane non

selezionate.
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Per valutare il contributo dell’inserimento di una facility € necessario sottrarre il

costo ridotto della peggiore tra le mediane scelte ( j,,) solo nel caso in cui il

vincolo di cardinalita sia attivo, ovvero sono stati scelti esattamente p clusters.
Quando si valuta la rimozione di una facility, bisogna sottrarre il costo ridotto

della migliore tra le mediane non selezionate ( j,, ), solamente se ha costo ridotto

negativo (¢, <0).

Sia S I’insieme dei centri di servizio fissati scelti dall’analisi, ¢ F I’insieme
contenente 1 centri di servizio candidati proibiti attraverso ’analisi. Si definisca
C, variabile binaria che vale “vero” se ¢ presente il vincolo di cardinalita e tale

vincolo ¢ stringente. L’analisi viene condotta come mostrato in Figura A.

Pseudo-codi ce analisi di sensitivita

Input: C, @, Z%, ¢, VjeM, My, My,;,F, S.

Qutput: F, S.

BEG N
Vj € Mour
if(C)
if (0, +¢,>2%)
F=Fulj

(endif)
el se

if (a)LR +§j _é/jtw 2 Z*)
F=Fulj}
(endif)

(endif)
(done)

VjieM,
i1(¢,, 20)
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if (0, ¢, >2%)

§=Sulj}
(endif)
el se
if(o,-¢,+¢, 22*%)
§=Sulj}
(endif)
(endif)
(done)
END

Figura A — Pseudo-codice analisi di sensitivita

L’analisi richiede tempoO(M ), dato che i valori ¢ ; sono gia stati determinati

durante il processo di column generation.

4.4 Euristica primale

Individuare soluzioni buone ¢ importante in quanto tali soluzioni possono essere
utilizzate come bounds primali da algoritmi di enumerazione implicita per
raggiungere piu rapidamente I’ottimo del problema.

Nel nostro algoritmo abbiamo utilizzato un’euristica a due fasi combinando la
procedura HEURI sviluppata da Pirkul per il CCLP [Pirk87], ad una versione
modificata dell’euristica MTH di Martello e Toth (1982) [MT89] per il problema
dell’assegnamento generalizzato gia utilizzata da diversi autori, come ad esempio

Savelsbergh [Save97].

Fase 1: Scelta delle facilities

La scelta del numero di facilities da utilizzare e della loro localizzazione dipende

fortemente dal rapporto tra costi di apertura ( /) e costi di accesso (d,; ). Se i costi

di apertura dominano totalmente i costi di accesso, verranno utilizzate solo un



35

minimo numero di facilities. Al contrario se 1 costi di apertura sono molto vicini a
zero, il problema diventa di assegnare ogni nodo alla facility piu desiderabile.
Viene definito fattore di carico (r) il rapporto tra la somma delle domande dei
nodi assegnati a una facility e la sua capacita. (7). Se il fattore di carico ¢ vicino a
1, allora la procedura sceglie solo un numero minimo di facility cercando di
utilizzare il massimo della loro capacita. Viceversa se il fattore di carico ¢
inferiore, allora il numero di facility scelte dalla procedura aumenta. Variando il
fattore di carico si possono generare soluzioni con un diverso rapporto tra costi di
apertura e costi di accesso.

Poiché il fattore di carico di una soluzione non ¢ noto a priori, si generano un
certo numero di soluzioni assumendo un diverso livello di rapporto e si sceglie la
migliore.

Nella fase di scelta delle facilities dell’euristica proposta, ogni Y’ rappresenta

I’insieme dei siti in cui € stata aperta una facility, quando il fattore di carico ¢ /4,
N, rappresenta I’insieme dei nodi non ancora assegnati e M ¢ I'insieme dei

distributori che non sono stati scelti. Lo pseudo-codice relativo alla prima fase
dell’euristica ¢ riportato in Figura B.

La procedura assign (Figura C) si occupa di assegnare 1 nodi al sito candidato, in

accordo con il fattore di carico . N’ ¢ I’insieme dei nodi assegnabili e Qﬁ

esprime il carico temporaneo del centro di servizio j'.

Pseudo-codice della scelta delle facilities
Input: N, M, y, VjeM.

Qutput: Y' Vi=1..10.

BEGQ N
_1
r‘ﬁo
t=1

while <10 do
Y=



N, =N
M,=M

while N, 2@ do

Jj'= argmax{wj}

JjeM
M, =M, \{j'}
assi gn(j')
Yt _ Yt U{]'}
(done)
t=t+1
"= %0
(done)
END

Figura B — Pseudo-codice della scelta delle facilities

Pseudo- codi ce per funzione di assegnanento nodi
Input: Ny, w, VieN, O, VjeM, r, d, VieN VjeM.

Qutput: N, .

assi gn(j'):
BEG N
N’ =N,

0 =0

. i R .
while N’ #< AND Q; +m1n{wi}/Qj,£r do

ieNy

i'=arg min{dij,}

ieN’

it Of+w, /0, <r
N, =N, \{i'}

Qﬁ :Q,}s W
(endif)
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N =N\ {i'}
(done)
END

Figura C — Pseudo-codice per funzione di assegnamento nodi

La fase di selezione delle mediane ha complessita O(NM log N).

Nel caso di problemi su concentratori, la fase di inizializzazione di assign

N’ =N,

0} =0

va sostituita con:
Ny =Ny \Jj'}
N’ =N,

0} =,

Criteri di ordinamento delle facilities

Per poter ottenere buone soluzioni ¢ importante individuare dei criteri di

valutazione delle facilities che consentano di ordinare al meglio 1 siti candidati.

Indice delle caratteristiche

All’inizio del processo di ottimizzazione non ¢ disponibile alcuna informazione
sui siti candidati ad eccezione dei dati del problema stesso. Un sito molto capace ¢
preferibile; al contrario, siti con costi di apertura molto alti o molto distanti dai
nodi, probabilmente non saranno contenuti in una soluzione buona in quanto ne
peggiorerebbero di molto il valore.

Normalizzando il costo di apertura, la somma delle distanze dai nodi e la capacita
di un sito, e combinando questi tre valori, ¢ possibile ottenere un buon indice di

valutazione iniziale delle facilities.

d.
R S
max Q) max (Xd,) max (/)

v, VjieM
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Questo criterio di valutazione, poiché viene calcolato esclusivamente sulla base

dei dati del problema, viene utilizzato per inizializzare il bound primale.

Valore frazionario di selezione

Un secondo criterio di ordinamento sfrutta I’informazione generata dall’RLMP, in
quanto valuta il valore frazionario di selezione di ciascun sito. Tale indice viene

calcolato a partire dai coefficienti /; che esprimono che frazione della domanda 1
nodo i ¢ soddisfatta dalla facility j in una soluzione del RLMP. In particolare:

l; =2 754 YieN VjeM

kez’

v, =Zlij VieM

ieN
Il coefficiente y ; cosi costruito consente di produrre una soluzione intera simile

alla soluzione ottima dell’RLMP.

Fase 2: Allocazione

Scelte le mediane, il problema si riduce ad un assegnamento generalizzato: ¢
possibile costruire una soluzione come nell’euristica MTH, proposta da Martello e
Toth. Per alcune istanze ¢ difficile raggiungere soluzioni ammissibili in questo
modo.

Se la soluzione ottenuta ¢ inammissibile, 1’euristica di Martello Toth si arresta.
Nella versione modificata si ¢ scelto di ricorrere a /-scambi. Un simile algoritmo
di ricerca locale non fornisce alcuna garanzia: si compiono un numero finito di
iterazioni, nella speranza di ottenere una soluzione ammissibile.

Se la soluzione prodotta ai passi precedenti ¢ ammissibile, si possono effettuare,
come nell’euristica MTH, scambi miglioranti.

Per una spiegazione piu dettagliata dell’euristica MTH modificata, si rimanda a

[Cese05]
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4.5 Enumerazione implicita

In questa sezione sono presentate la strategia di ricerca nell’albero e la regola di

branching adottate in questo lavoro.

Strategia di ricerca Best First

Ricorrendo ad una politica di esplorazione best first dell’albero di branching si da
precedenza alla valutazione di sottoproblemi dal bound duale pit promettente.
Tramite D’euristica primale ¢ possibile ottenere soluzioni ammissibili buone
partendo dalle soluzioni parziali descritte dai nodi pit promettenti, e quindi
probabilmente vicine all’ottimo. Adottando questa strategia ¢ possibile rimuovere
da RMP clusters aventi costo ridotto superiore alla differenza tra bound primale e
bound duale, poiché sicuramente svantaggiosi.

Lo svantaggio di questa strategia di ricerca ¢ che non ¢ possibile risolvere il
rilassamento lineare di un sottoproblema partendo dalla base del padre senza
memorizzare esplicitamente le colonne in base all’ottimo. Inoltre, in generale, alla
valutazione di un sottoproblema segue quella di un sottoproblema in cui sono state

fissate variabili differenti (e quindi con struttura differente).

Branching di tipo “forbid”

La scelta della regola di branching in un algoritmo ad enumerazione implicita ¢
molto importante in quanto I’aggiunta di vincoli pud cambiare la struttura del

problema di pricing.

Sia, per ogni nodo i, nel problema avente insieme di soluzioni S ed insieme di
candidati mediane M *
H, ={j e M°|x, #0)={h'.h" }

1

I’insieme degli indici delle mediane per le quali non ¢& stato impedito

I’assegnamento. In generale, inizialmente H, =M Vie N, successivamente,

ponendo condizioni del tipo x; =0 € necessario rimuovere ;' da H.
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Come proposto da Savelsbergh in [Save97] ¢ possibile ottenere uno schema di
branching binario

1. selezionando un nodo i’ per cui H b =D

i,
*~ !

2. selezionando un intero j

3. ponendo

S, =S, m{<xfsyf1221w - 0}

v
S, =S, “{(x-’,yfiszi?m% } 0}

Si assicura che i” non venga assegnato alle prime ;j* mediane in H » (S))oalle

—Jj* (S,). La scelta puo essere specializzata per i problemi

rimanenti ‘H »
multirisorse, definendo M, come l'insieme delle mediane a cui il nodo i’ e

associato nella soluzione di L-RMP e partizionandolo in due insiemi M ilb e M IS, ,

M,
1
2

in modo che ‘M ,-lb‘: e M, =M, \M ilb . Anche I'insieme R, = H, \M , puod

essere partizionato nello stesso modo negli insiemi RIZ, ed Rlﬂ, :

S =8N {(xj Y XZkeM”,] UR/, Xpp = 0}

€

Sr = SO a {(‘xj 2 XZkeMQJ UR’, xibk - O}

4.6 Column Management

La politica di gestione delle colonne nel RLPM deve essere pianificata con
attenzione in quanto scelte sbagliate producono algoritmi poco efficienti e con
richieste di memoria troppo elevate. Di seguito sono esposti i criteri di gestione

utilizzati in questa tesi.
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Scelta delle colonne iniziali

Come spiegato nel capitolo 3, per dare inizio al processo di column generation ¢
necessario che in RLPM vi sia un insieme di colonne che costituiscano una
soluzione di base ammissibile; questo problema pud essere risolto inserendo in
RLPM un opportuno insieme di colonne dummy.

Viene, quindi, inserita una colonna che identifica un cluster contenente tutti i

T
(1,...,1]
—_—
N

Nel caso di problemi su mediane o facility, si aggiungono M ulteriori colonne:

nodi:

T

L.l vl vl..vl |, VieM
5 ViV Ym ] €

N
con

yi=leyl=0 VkeMk=j.

Le colonne dummy devono avere costo molto alto per garantire che non siano mai

utilizzate nella soluzione ottima; per far ci0 ¢ sufficiente porre

c’ ZZ‘ Z d, +Z, f.. Bisogna inoltre conservare questo insieme di
jeM ieN Y jeM 7 J

colonne nel RLPM di ogni sottoproblema.

Come suggerito da Savelsbergh in [Save97], abbiamo aggiunto al RLPM iniziale
alcune colonne generate in modo euristico utilizzando come criterio di
ordinamento gli indici delle caratteristiche delle facility: avere a disposizione sin
dalle prime iterazioni di column generation un set di colonne che rappresentino

dei clusters vantaggiosi riduce notevolmente i tempi di calcolo.

Inserimento di colonne

La soluzione dei problemi di knapsack (uno per ogni potenziale mediana j e M)
consente di individuare, ad ogni iterazione, fino a M colonne di costo ridotto
negativo. In questo lavoro si ¢ scelto di inserire in RLPM tutte le colonne di costo

ridotto negativo generate. Questo criterio di inserimento consente di ridurre il
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numero di iterazioni di column generation complessivamente necessarie per la

convergenza, a scapito delle dimensione di RLPM.

Rimozione di colonne

Inserendo di volta in volta nuove colonne, il numero di variabili in RLPM puo
diventare troppo elevato per poter essere gestibile efficientemente e, in ogni caso,
dover risolvere il rilassamento lineare di problemi dalle dimensioni elevate puo
peggiorare sensibilmente le prestazioni dell’algoritmo.

Per contro, avere a disposizione un insieme di clusters “molto buoni” prima di
dare inizio alla generazione di nuove colonne pud accelerare la convergenza
all’ottimo del rilassamento lineare, riducendo il numero di iterazioni di column
generation, e quindi il numero di chiamate all’algoritmo per la soluzione del
pricing problem. La cancellazione di clusters da RLPM deve essere regolata con
cura: in generale, politiche che prevedano un compromesso tra i due aspetti
possono fornire le prestazioni migliori, anche se il corretto bilanciamento dei
tempi di calcolo dipende dall’efficienza relativa del MIP solver utilizzato per la
soluzione del rilassamento lineare e dall’algoritmo per il pricing problem.

In questo lavoro si ¢ scelto di valutare la rimozione di una colonna in funzione del
suo costo ridotto. Se il costo ridotto di una colonna ¢ molto positivo, difficilmente
tale colonna puo, nelle iterazioni successive, entrare in base. Una possibile
politica ¢ la rimozione delle colonne aventi, al termine delle iterazioni di column
generation, costo ridotto maggiore di una soglia prefissata. Inoltre, piu il bound
duale si avvicina al primale, minore ¢ il numero di clusters candidati ad entrare in
base: se il costo ridotto di una colonna risulta maggiore del gap tra bound primale
e bound duale in un problema, il cluster corrispondente non ¢ candidato a far parte
della soluzione ottima per i sottoproblemi del problema in esame. Invece di
confrontare 1 costi ridotti delle colonne con un valore costante, si conservano in
RLPM solo le colonne aventi costo ridotto inferiore ad una soglia prefissata

s(Z*,0, ), funzione della differenza tra bound primale (Z*) e bound duale

(0 )
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5. Esperimenti

5.1 Strumenti e dati utilizzati

Per valutare le prestazioni dell’algoritmo realizzato sono state considerate 20
istanze, gia utilizzate in [Osma94], [Bald02] e [Cese05]. I primi 10 problemi sono
definiti su grafi di 50 nodi (classe A), nei rimanenti 10 problemi i grafi hanno 100

nodi (classe B). Per i problemi con vincoli di cardinalita ¢ stato posto p =%, per
cut p,=5 ¢ p,=10. In entrambi le classi di istanza i costi di apertura per 1

centri di servizio sono uniformi: f, =120 Vje M .

L’algoritmo ¢ stato sviluppato secondo il paradigma della programmazione
orientata agli oggetti. Il codice ¢ stato scritto in C++ e compilato con gec/g++, con
impostazioni di ottimizzazione di terzo livello. Per risolvere i problemi di PL ¢
stato utilizzato CPLEX 8.1. I test sono stati condotti su PC con processore
Pentium 4 da 1,6 GHz, dotato di 500MB di RAM, sistema operativo Linux
(distribuzione RedHat). Per tutti gli esperimenti sono stati posti dei limiti al tempo
e alla memoria a disposizione: le istanze vengono terminati dopo 1800 secondi di
tempo di CPU e hanno a disposizione al pit 500MB di memoria. I1 MIP solver
generico [ILOG CPLEX versione 8.1 ¢ stato utilizzato come termine di paragone.

Nelle sezioni seguenti si utilizza la sigla MIP-S per identificare il MIP solver

CPLEX, e BP-A per far riferimento all’algoritmo branch & price.
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5.2 Confronto tra Branch & Price e MIP-Solver

Nella Tabella A viene presentato un confronto tra le prestazioni del MIP solver e
dell’algoritmo branch & price. La prima colonna mostra i problemi su cui sono
stati condotti gli esperimenti. Per ogni problema vengono riportati i valori medi
per il gap (differenza in percentuale tra bound primale e bound duale;

gap =22 il tempo di risoluzione nei test condotti e la percentuale di istanze

risolte. La terza e la quarta colonna contengono, rispettivamente, i risultati sulla
classe A e sulla classe B di istanze.

La prima cosa che si nota osservando 1 risultati nella Tabella A ¢ che MIP-S ha
prestazioni migliori negli esperimenti con 50 nodi; viceversa BP-A eccelle nelle
istanze su 100 nodi. L’algoritmo BP-A si comporta meglio all’aumentare della
complessita del problema; le prestazioni su istanze con pochi nodi sono peggiori
in quanto vi ¢ un overhead di inizializzazione dovuto al fatto che sono state
implementate strutture dati piuttosto complesse.

Pur comportandosi meglio con il CPMP (si ricorda che 1’algoritmo originario era
stato sviluppato appositamente per questa classe di problemi) I’algoritmo branch
& price dimostra di essere robusto, infatti il gap ¢ piuttosto contenuto in tutte le
tipologie di problema.

L’aggiunta di costi fissi incrementa la complessita dei problemi per entrambi i
risolutori; la variante concentratori, invece, agevola il processo risolutivo al MIP

solver, mentre penalizza 1’algoritmo branch & price.

5.3 Confronto tra modelli

Le tabelle B e C mostrano i valori medi dei risultati dei test condotti con BP-A
rispettivamente sulle istanze della Classe A e della Classe B. In particolare nelle
colonne vengono presentati i valori, sia per la radice che per 1’albero di ricerca
completo, delle iterazioni di column generation effettuate, del numero di colonne
generate, del gap e del tempo impiegato; le ultime due colonne contengono il
numero di nodi valutati complessivamente e la percentuale di istanze risolte.

Osservando questi risultati ¢ possibile desumere 1’influenza che I’aggiunta del

vincolo di cardinalita, dei costi di apertura o I’appartenenza di una centro di



45

servizio al proprio cluster (variante concentratori) hanno sulle prestazioni

dell’algoritmo.

Mediamente I’aggiunta del vincolo di cardinalita migliora 1 tempi dell’algoritmo.
Confrontando 1 risultati si nota che I’aggiunta del vincolo di cardinalita riduce il
numero di iterazioni di column generation ma aumenta le colonne generate nel
nodo radice. Pur non causando variazioni sostanziali nel gap, 1’aggiunta di questo
vincolo semplifica la risoluzione di LPM.

Il parametro che influisce maggiormente ¢ il costo di apertura delle facilities.
L’aggiunta dei costi di apertura dei centri di servizio complica i problemi a tal
punto da portare la percentuale di istanze della classe B risolte dal 60%-70% al
20%. Nonostante questa discrepanza, il gap rimane sostanzialmente invariato.
Imporre che ciascun centro di servizio appartenga al cluster che descrive comporta
un notevole peggioramento sia nei tempi di risoluzione, sia nei gap ottenuti. Nelle

istanze utilizzate per condurre i test si ha d ; =0 Vj e M ; per verificare meglio

le prestazioni dell’algoritmo su problemi con concentratori sarebbe utile realizzare

itestsuistanzeincuid,; 20 VjeM.

Nelle tabelle D, E, F, G, H e I, vengono presentati nel dettaglio, per ogni
problema, i risultati degli esperimenti condotti con I’algoritmo branch & price.
Queste tabelle sono composte da tre blocchi: il primo blocco indica il tipo di
istanze, il secondo contiene i risultati sperimentali per il nodo radice mentre il
terzo blocco fa riferimento all’intero albero di ricerca.

Per il nodo radice vengono riportati il numero di iterazioni di column generation
necessarie per raggiungere 1’ottimo (CG it.), il numero di colonne generate (cols),
il miglior upper bound trovato (UB), il valore di LPM (LB), il gap tra bound
primale e bound duale (gap) e il tempo di CPU utilizzato (cpu).

Per I’albero di ricerca vengono riportati il numero medio di iterazioni di column
generation e il numero medio di colonne generate in ogni nodo dell’albero di
ricerca, I’upper bound e il lower bound finali (F.UB e F.LB), I’approssimazione
ottenuta (gap), il tempo di CPU utilizzato per I’ottimizzazione (cpu) e il numero di

nodi valutati nell’albero di ricerca (ev.nodes).



46

Osservando 1 valori all’ottimo si puo notare che, per le istanze utilizzate, 1’utilizzo
della variante concentratori non comporta alcuna variazione. Inoltre vi sono due
istanze (istanze 1 e 10 della Classe A) in cui il vincolo di cardinalita ¢ stringente e
comporta un peggioramento nel valore della soluzione ottima.

A fronte di queste considerazioni si ha che il problema la cui risoluzione ha le
prestazioni migliori ¢ il CPMP; in presenza di costi fissi di apertura ¢ invece

preferibile formulare il problema come SS-CPFLP

5.4 Conclusioni

In questo tesi ¢ stata esposta nel dettaglio la realizzazione di un framework in
grado di trattare in maniera uniforme problemi di localizzazione varianti del
Single Source Capacitated Facility Location Problem, a partire da un algoritmo
branch & price per il Capacitated P-Median Problem. Per trattare tutte le classi
di problema ¢ stato necessario generalizzare diverse componenti del metodo
originario. I risultati mostrano che il metodo utilizzato ¢ robusto e consente di
ottenere gap inferiori all’1% in tutte le classi di problema valutate.

La struttura dell’algoritmo consente di adattarlo per problemi con vincoli
aggiuntivi, quali 1 regional constraints [Murr97]. Si renderebbe necessario, oltre
alle relative modifiche a IPM, lo sviluppo di un’euristica primale che consenta di

individuare soluzioni buone ammissibili.
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Classe A Classe B
MIP-S BP-A MIP-S BP-A
gap medio 0,00%  0,00%| 3,94% 0,56%
SS-CFLP tempo (s) 36,519 7,209 - 72,57
perc. istanze risolte |100,00% 100,00% | 0,00% 20,00%
gap medio 0,00%  0,09% | 1,79% 0,69%
CCLP tempo (s) 14,725 23,253 | 838,45 43,73
perc. istanze risolte |100,00% 90,00% | 10,00% 20,00%
gap medio 0,00%  0,09% | 4,55% 0,30%
CPMP tempo (s) 34,553 6,426 - 119,56
perc. istanze risolte | 100,00% 90,00% | 0,00% 60,00%
gap medio 0,00% 0,31%| 0,82% 0,41%
CPCLPO tempo (s) 40,749 5,183 | 686,99 325,79
perc. istanze risolte |100,00% 80,00% | 60,00% 70,00%
gap medio 0,00%  0,01%| 3,68% 0,46%
SS-CPFLP |tempo (s) 65,763 2,476 - 45,89
perc. istanze risolte | 100,00% 90,00% | 0,00% 20,00%
gap medio 0,00%  0,12%| 1,53% 0,53%
CPCLP tempo medio (s) 29,996 3,49211767,11 65,30
perc. istanze risolte |100,00% 80,00% | 10,00% 20,00%

Tabella A - Confronto tra Branch & Price e MIP Solver

Instance Root Search Tree

cG time CcG time
Classe A it. cols gap (s) it. cols gap (s) ev.nodes | inst.solved
SS-CFLP |11,00 1494,10 0,47% 1,24 113,00 177,60 0,00% 7,21 50,80 | 100,00%
CCLP 11,10 1531,90 0,46% 1,34 11,40 139,00 0,09% 25,84 353,90 90,00%
CPMP 8,80 3797,40 1,03% 2,09 9,20 109,60 0,09% 6,43 677,00 90,00%
CPCLPO 8,60 3636,00 1,02% 1,79110,55 122,18 0,31% 5,18 625,80 80,00%
SS-CPFLP | 6,90 2790,70 0,60% 0,63] 9,10 108,60 0,01% 2,48 1236,00 90,00%
CPCLP 6,80 2693,90 0,59% 0,84 9,30 114,60 0,12% 3,49 803,70 80,00%

Tabella B - Confronto tra modelli sulle istanze della classe A
Instance Root Search Tree

CcG time CcG time
Classe B it. cols gap (s) it. cols gap (s) ev.nodes | inst.solved
SS-CFLP |17,00 3889,50 1,13% 11,65]|18,10 536,40 0,56% 72,57 2595,80 20,00%
CCLP 17,10 4103,10 1,18% 11,92|21,00 592,30 0,69% 43,73 2078,60 20,00%
CPMP 13,30 9235,60 1,15% 11,80|15,70 391,20 0,30% 119,56 557,10 60,00%
CPCLP0 11,00 652590 1,15% 8,28 119,50 504,30 0,41% 325,79 586,90 70,00%
SS-CPFLP | 10,60 5591,50 1,03% 3,73 17,40 440,70 0,46% 45,89 2658,40 20,00%
CPCLP 10,80 6056,70 1,08% 4,09]19,80 521,50 0,53% 65,30 2327,70 20,00%

Tabella C - Confronto tra modelli sulle istanze della classe B
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